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Zwei dem numerischen Rechnen angeh(irende 
Betrachtungen. 
Von Otto Biermann in BrUnn. 
Eine ganze Zahl, unter deren Ziffern eine vom Range n vor- 
kommt~ aber keine yon h(iherem Range, heif~e bei den folgenden 
Auseinandersetzungen s lbst eine Zahl yore Range n. 
Der Quotient zweier Zahlen a und b yon den Rangzahlen 
m beziehungsweise n (m > n) ist yore Range m- -n - -1  oder 
m-  n~ je naehdem bei ~r  Gegen~iberstellung der ersten n -~ 1 
Ziffern yon a~ d. h. derjenigen - l -1  Ziffern~ die die h~iehsten 
Rangzahlen haben: und der Ziffern yon b, eine grSgere unter denen 
yon gleicher Ordnungszahl zuerst im Divisor b vorkommt oder 
aber das nicht tier ]?all ist. 
237:28 ist yore Range 2 - -1 - -1=0~ weil in a and b 
gleich viel Hunderter uncl Zehner~ abel" in b mehr Einer vor- 
kommen als in a Zehner; uncl 237:23 ist vom Range 2 - -1~ 17 
well unter den einander entspreehenden rsten zwei Ziffern yon a 
uncl b eine grSl3ere im Divisor nieht vorkommt. 
Bildet man das Produkt yon a und b, dividiert dann c ~ a b 
wiecler dutch b oder a~ so wird der Quotient a beziehungsweise b: 
also yore Range m beziehungsweise n. 
Damit das aber eintreten kSnne: kann das Produkt c nut" 
yore Range m -}- n ocler m -~- n -~- 1 sein. Man sieht nach dem 
Frttheren, dal~ das Produkt c vom Range m -~- n ~- 1 ist~ wenn bei 
der Gegentiberstellung der m-~ 1 oder n -~ 1 ersten Ziffern in c, 
die man nach der symmetrisehen Multiplikationsmethode zuerst her- 
stelle, uncl der Ziffern der Faktoren a und b~ unter denen yon 
gleielier Ordnungszahl, zuerst eine grSl~ere in einem Faktor vor- 
komrat; und cwi rd  yore Range m-q-n, wenn dieses Vorkommnis 
nieht besteht. 
Ist a ----- 715~ b = 318, so lehrt die symmetrisehe Multiplika- 
tionsmethode dal~ die Ziffer h~Schsten Ranges in a b 2 ist. Doch 
well in a sowie in b die erste Ziffer grSl~er ist ais 2, so wird der 
Rang yon 
715>(318 2-~- 2-}- 1= 5. 
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Ist aber a ~ 378, b ~--- 263, so wird die Ziffer hSehsten Ranges 
in a b 6-} -3=9 und darnaeh wird das Produkt vom Range 
2§  
Diese Regel mag nun gleieh aueh in folgender Weise aus- 
gesproehen werden: 
Das Proclukt zweier ganzer Zahlen a und b aus p, beziehungs- 
weise ~-Ziffern~ we _p > q s@ ist eine p § q-stellige Zahl~ wenn 
unter den Ziffern jeclw-ecles der Faktoren zuerst eine vorkommt, 
die grSl3er ist als die entsprechende in dem Produkt~ yon dem 
man im ungiinstigsten Falle die ~-Ziffern der h~ehsten Rangzahlen 
bestimmen wird ; in jedem anderen Falle hat das Produkt 2 § ~/-- 1 
Ziffern. 
87 X 63 = 54817 91X1[=1001~ 12X13=i56 .  
Die angegebene Regel zur Bestimmung des Ranges des 
Produkts zweier Z~d~len ist dann yon Bedeutung~ wenn das 
Produkt zweier Dezimalzahlen yon den Rangzahlen mund n auf 
eine bestimmte Anzahl yon Dezimalstellen genau berechnet werden 
soll. Nan kann in dem Produkt re@n§  oder m§247 
Ziffern yon links ab z~hlend ie Zahl yore Range Null angeben~ d. h. 
den Dezimalpankt des Produkts bestimmen und dann die weitere 
Multiplikation so einriehten~ dal~ die genau zu reehnende Dezimal- 
stelle nieht mehr beriihrt wird. 
Soll z. B. a = 794"5246 mit b ~--- 231 "6473 bis auf ein Zehntel 
genaa multipliziert werden~ so beaehte man zuniiehst~ dal~ das 
Produkt vom Range 5 sein wird~ und dann bride man entspre' 
ehend dem Gesagten 
79.4'52 46 
231'64 73 
492 35 869 
1347 02 50 
l l l l  
1840 4=9"469 
anstatt, dal~ man wie sonst mit Hilfe der Ungleiehung 
1 
10 ~+'~-;" q < ~,  
wo q die grSl?ere Ziffernsumme der Faktoren bedeutet~ (das ist 
hier 37)~ erst die Zahl X bestimmt~ die anzeigt~ die wievielte Stelle 
naeh tier vom hSehsten Range in dem Faktor mit der Ziffern- 
sttmme ~ bei der symmetrisehen lV[ultiplikationsmethod~ bentttzt 
1 
werden mul~ damit der Pehler kleiner als ~ wird. Man sehreibt 
die Reehnung in dem frttheren Beispiele~ wo 1, = 7 gilt~ folgender- 
maven : 
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794"52 4,60 
37 46"132 
1589 04 920 
238 35 738 
7 94 524 
4 76 712 
31 780 
5 558 
237 
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Von Bedeatung ist die Regel abel" attch ftir di% welche mit 
dem Rechensehieber Multiplikationen yon Dezimalbrtichcn aus- 
s indem dieser wohl die Ziffern des Produktes abet nicht 
den Rang gibt. - -  
Die zweite Betrachtung betrifft die Multiplikation zweier 
unendlicher Dezimalbrttche a und b~ die durch 
a '~o o 10'~-j- al 10 ~-1 -J- . . -~-ax  10 ~-;" 
b' -----b o 10" q -b  1 10 ~-~ -~ ... -{-b~ 10~-;~ 
wo die a und b mit Indizes Ziffern sind~ so weit genau angegeben 
seien~ daft in 
a~-a'@,~a~ Aa~lO ~-z  
b-~-b'-[-/~b~ Ab~lO " -~ 
ist. 
Wenn man bei der symmetrischen Multiplikationsmethode 
yon a' und b' nur die Glieder 
"~ (a0 5y,,+C~ 1 5__1 + ,.. +abo)  XOm-~ - . . . .  
vereinigt~ so macht man gegentiber dem wahren Wcrt yon a' b' 
einen Fehler 
< q 10 ~+~-z  
wo jetzt q die grtil~ere der Ziffernsumme yon a' und b' bezeichuet. 
Wenn man aber auch a b ni~herungsweise dutch dieses Aggregat 
ersetzt~ so macht man einen grSl~eren Fehler~ yon dem gilt~ dab 
er kleiner ist als 
6~0 al I + 7.10"~+~-~ - 10~+'~ ~ , ' "  
'b o b 1 b; 
< q.lO ~+~-~@2.  10 ~+'~ 10- -  1 1 @10~+~_~ 
lOZ 1 - -  1 
10 
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so dal3 wir sagen k~nnen~ tier Fehler wird kleiner als 
(~ @ 20) 10~+~-~'@ 10 ~+~-2~. 
Danach mug in gewissen F/~llen~ wo ~ unter einer Potenz 
yon 10 ist~ die aber yon q @ 20 schon erreicht oder tiberschritten 
wird, die gechnung zur Sieherstellung eines vorgegebenen Teiles 
tier Einheit in dem Produkt unendlieher Dezimalbr~tehe anders 
vollzogen werden, als es die abgekttrzte Multiplikationsvorsehrift 
endlieher Dezimalbr~iche besagt. 
Gibt man 1/3-8-:-@ und ]/12"38 n/iherungsweise dareh 6"21 
1 
beziehungsweise 3"51: jedes auf 1-00 genau~ so berechnet man das 
1 
Produkt der N/iherungswerte his auf ~ indem man bildet: 
6'21 
3"51 
8 69 
13 1 
21"79 
1 Irrationalzahlen auf - -  
t0 
Doeh will man das Proclakt tier 
genau, so mul3 man die Tausendstel in den irrationalen GrOgen auf- 
suchen~ d. i. 4 beziehungsweise 8 und dann bilden: 
6214 
3"518 
8 697 
13 16 
21"857~ 
weleher Wert dem wirkliehen nSher liegt als der frahere. 
Dal3 man naeh der entwiekelten Regel zur Multiplikation tier 
gegebenen Irrationalzahlen die Tausendstel mitzubentttzen hat, wenn 
1 
alas Produkt auf ]~ genaa sein soll~ ist um so auffallender: als 
bei tier Bereehnung der absoluten Fehler der Faktoren des Pr0duktes 
gem~U3 der Ungleiehung 
1 
• (V3~@ 1/1~8) =- 1/g8:6:2 A 1/12"38 @ 1/12"38 • ~/38'62 < 
dicse befriedigt wird: wenn 
1 
A 1/12"38 = • 1/38'62 < 1~ 
is b d. h. man finder hier~ was ja aach riehtig ist, dag sehon das 
Produkt der auf Hunderstel genau angegebenen Faktoren auf Zehn- 
tel ,genau '~ ist. 
